Олимпиада по математике

Муниципальный этап 2012–2013 уч. г.

7 класс

7.1. 
К числу 2012 припишите справа две цифры так, чтобы полученное шестизначное число делилось на 36. Найдите все возможные решения.

Ответ.  04 или 40 или 76. Указание. Заметим, что 36 = 9(4. По признаку деления на 9 сумма двух последних цифр полученного числа может быть либо 4, либо 13. В первом случае искомые две цифры – это 04 или 40 (другие варианты 13, 22 и 31 не подходят из-за признака деления на 4). Во втором случае получаем только вариант 76 (т.к. варианты 94, 85, 67, 58 и 49 не подходят ). Другой способ решения: поделим с остатком 201200 на 36, неполное частное равно 5588, умножим следующие числа, а именно 5589, 5590, 5591 на 36, тогда последние две цифры произведения дадут ответ. 

7.2. 
Средний возраст учительского коллектива школы, состоящего из 20 учителей, равнялся 49 годам. В новом учебном году в школу пришел еще один учитель, и средний возраст стал равен 48 годам. Сколько лет новому учителю?
Ответ. 28 лет.  Указание. До нового учебного года суммарный возраст учителей был равен 49(20 = 980. В новом году он стал равен 48(21 = 1008. Значит, новому учителю 1008 – 980 = 28 лет.

7.3. 
Дан выпуклый четырехугольник ABCD и точка М внутри него, не лежащая на диагоналях. Докажите, что хотя бы один из углов ( AMC или ( BMD тупой.

Указание. Пусть О – точка пересечения диагоналей и пусть, для определенности, точка М лежит внутри треугольника ВОС. Тогда
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Поэтому углы ( AMC и ( BMD  не могут быть оба нетупыми.

7.4. 
Петя выписал на доске подряд все натуральные числа от 1 до n и подсчитал количество всех написанных цифр. Потом он позвонил Коле и спросил: "Чему равно n, если всего выписано 2012 цифр?" Коля сказал: "Пересчитай еще раз, ты ошибся". Кто из мальчиков прав?
Ответ. Коля прав.  Указание. Если выписано 2012 цифр, то число n должно быть трехзначным: действительно, в случае двузначного п было бы выписано не более  9 + 2(90 = 189 цифр, а в случае четырехзначного (или более) – было бы выписано более 9 + 2(90 + 3(900 = 2889 цифр. Пусть k – количество выписанных трехзначных чисел (k = п – 99). Тогда общее количество выписанных цифр равно 9 + 2(90 + 3(k , поэтому оно не может равняться 2012 ( т.к. 2012 не делится на 3).

7.5. 
Сумма десяти различных натуральных чисел больше 144. Докажите, что среди этих десяти чисел найдутся три числа, сумма которых не меньше 54.
Указание. Пусть 
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 – три наибольших числа среди данных. Если а ( 17, то 
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 17+18+19 = 54, и утверждение доказано. Рассмотрим теперь случай а ( 16 и предположим противное к утверждению задачи. Тогда 
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, а остальные (меньшие) семь чисел из данных десяти в сумме дают число не более 15+14+13+12+11+10+9 = 84. Значит, сумма всех десяти чисел не более 54+84 = 138 < 144, т.е. получили противоречие.

8 класс

8.1.  
К числу 2012 припишите справа две цифры так, чтобы полученное шестизначное число делилось на 36. Найдите все возможные решения.

Ответ. 04 или 40 или 76. Указание.  См. задачу 7.1.

8.2. 
Замените две звездочки двумя числами так, чтобы получилось тождественное равенство: 
[image: image5.wmf])
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Ответ. 2 и 5. Указание. Обозначим через А и В числа, соответствующие первой и второй звездочкам. Тогда перемножая скобки по алгебраическим правилам и приравнивая коэффициенты при х и свободные члены, получим: 
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8.3. 
Сумма десяти различных натуральных чисел больше 144. Докажите, что среди этих десяти чисел найдутся три числа, сумма которых не меньше 54.
Указание. См. задачу 7.5.

8.4. 
Даны два равнобедренных остроугольных треугольника. Известно, что у первого треугольника есть угол, равный некоторому углу второго треугольника, и есть сторона, равная некоторой стороне второго треугольника. Можно ли утверждать, что треугольники равны?

Ответ. Нельзя. Указание. См. пример на рисунке.

8.5. 
Из пунктов А и В одновременно навстречу друг другу выехали два велосипедиста. Они ехали с постоянными скоростями. С момента встречи первый велосипедист ехал до пункта В  40 минут, а второй до пункта А – полтора часа. Найдите время от начала движения до встречи и отношение скоростей велосипедистов.
Ответ. Время до встречи – 1 час. Скорость первого велосипедиста больше скорости второго в 1,5 раза. Указание. Пусть v1, v2 – скорости велосипедистов, t – время до встречи. Тогда первый велосипедист проехал до встречи путь v1t, а второй – путь v2t. Из условий задачи тогда будем иметь 
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9 класс

9.1.  
Решите уравнение 
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9.2. 
Дан произвольный треугольник. На двух его сторонах как на диаметрах построены круги. Докажите, что они покрывают весь треугольник.

Указание. Пусть АВС – данный треугольник и построены круги на сторонах АВ и ВС как на диаметрах. Если предположить противное, то найдется точка М внутри треугольника, которая лежит вне этих кругов. Тогда углы ( АМВ и ( ВМС острые и, значит, их сумма меньше 180(. Прибавив к этой сумме ( АМС < 180(, получаем противоречие (т.к. в результате должно получиться 360().

9.3. 
Сумма двух положительных чисел и сумма их кубов являются рациональными числами. Можно ли утверждать, что а) сами числа рациональны? б) сумма их квадратов рациональна?
Ответ.  а)  Нет. б) Да, можно. Указание. а) В качестве примера можно взять числа 
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9.4. 
Докажите, что в остроугольном треугольнике в точке пересечения высот хотя бы одна из высот делится (считая от вершины) в отношении а) ( 2; б) ( 2.
Указание. Пусть АВС – данный треугольник, О – точка пересечения высот. Пусть для определенности площади треугольников упорядочены так:
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а) Предположим, от противного, что в точке О все высоты делятся в отношении, большем 2. Рассмотрим высоту ВК, тогда по предположению BO >  2 OK  и поэтому 
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 Но это противоречит неравенству ((). б) Аналогично, предположим, от противного, что все высоты делятся в отношении, меньшем 2, и рассмотрим высоту из точки С. Тогда аналогично пункту а), в результате получим неравенство 
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9.5. 
Из пунктов А и В одновременно навстречу друг другу выехали два велосипедиста. Они ехали с постоянными скоростями. С момента встречи первый велосипедист ехал до пункта В  40 минут, а второй до пункта А – полтора часа. Найдите отношение скоростей велосипедистов.

Ответ. Скорость первого велосипедиста больше скорости второго в 1,5 раза. Указание. См. задачу 8.5.

10 класс

10.1.
Решите уравнение  
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10.2. 
Дана треугольная пирамида SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC. Докажите, что  ABC остроугольный.
Указание. Обозначим длины боковых сторон через a, b, c. Тогда квадраты сторон ABC по теореме Пифагора равны 
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. Поэтому сумма квадратов любых двух сторон основания больше квадрата третьей стороны, а это означает, что ABC – остроугольный.

10.3. 
Сумма двух положительных чисел и сумма их кубов являются рациональными числами. Можно ли утверждать, что а) сами числа рациональны? б) сумма их квадратов рациональна?
Ответ.  а)  Нет. б) Да, можно. Указание.  См. задачу 9.3.

10.4. 
Биссектриса ВК треугольника АВС в точке I пересечения биссектрис делится в отношении 
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Ответ.  Нет, не может.  Указание. Пусть 
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 У квадратного трехчлена 
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 и поэтому угол В – острый.

10.5. 
Докажите, что число 
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 имеет не менее а) трех различных простых делителей, б) шести различных простых делителей.

Указание. В разложении 
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 обозначим через А, В, С первый, второй и третий множители соответственно. Результат пункта а) будет следовать из взаимной простоты любой пары из чисел А, В, С. Проверим пару (В, С). Если бы В и С имели общий делитель >1, то на него делилась бы и разность В – С = 2, но это невозможно, т.к. В и С нечетны. Взаимная простота пар (А, С) и (А, В) следует из равенства ВС + 2 = А (только двойка могла бы быть общим делителем). Итак, взяв по одному простому делителю чисел А, В, С, получим три искомых простых числа.

б) Теперь получим дальнейшее разложение на  множители чисел В и А.

 Разложение числа 
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 делится на 3, поскольку произведение нечетного числа сомножителей вида 3k – 1 (и значит, нечетная степень числа такого вида) тоже имеет такой вид. Далее, поскольку 23 имеет вид 9k – 1, то 
[image: image75.wmf]167

3

501

)

2

(

2

=

 будет иметь такой вид и поэтому 
[image: image76.wmf]=

+

=

1

2

503

B
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Разложение числа 
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, а числа вида 5k – 1 в нечетной степени тоже имеют такой вид, т.е. А делится на 5. Далее, поскольку 
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 будет иметь вид 25 l + 1 (т.к. степень четная), и поэтому 
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Число А можно еще разложить, если воспользоваться равенством 
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. Здесь множители взаимно просты, т.к. их разность равна 2253, т.е. четное число. В этом представлении числа А первая скобка делится на 5 (что проверяется аналогично предыдущему) и поэтому имеем разложение числа : 
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 на 3 взаимно простых множителя.
11 класс

11.1. Решите уравнение  
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Ответ. 
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. Указание. Найдем область определения. Имеем 
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, при которых подкоренное выражение обращается в нуль. Первый множитель уравнения 
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 обращается в нуль только при условии 
[image: image94.wmf]0

sin

=

x

 (т.к. 
[image: image95.wmf]1

2

/

>

p

). Таким образом, 
[image: image96.wmf])

(

Z

k

k

x

Î

p

=

, но в область определения попадают лишь два значения: 
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11.2. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
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Ответ. 
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 Указание.  Рассмотрим сначала случай a > 0. Построим график 
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 на координатной плоскости и проведем касательную из точки М1(0;6) к ветви графика, расположенной между точками М1 и М2(-2;0). Найдем точку касания М3(x0;y0). Эта точка удовлетворяет уравнению 
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	Прямая 
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. Аналогично, для отрицательных а получим симметричные границы: 
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11.3. а) Дана треугольная пирамида SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC. Докажите, что  ABC остроугольный. б) Докажите, что для любого остроугольного треугольника АВС можно построить треугольную пирамиду SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC.
Указание. а) См. задачу 10.2. б) Пусть a = BC, b = AС, c = AB. Покажем, что в пространстве с прямоугольной системой координат можно отметить на координатных осях точки 
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, тем самым мы докажем наше утверждение (вершина S – начало координат). Действительно, имеем систему трех уравнений 
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 существует, т.к.  АВС – остроугольный и значит, 
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11.4. Существует ли функция  f, определенная на множестве всех положительных чисел и удовлетворяющая тождествам  
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Ответ.  Существует: 
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Указание. Значение 
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11.5. 
Докажите, что число 
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 имеет не менее а) трех различных простых делителей, б) шести различных простых делителей.

Указание. См. задачу 10.5.
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