Рекомендации по проведению и проверке олимпиады

1. Участников олимпиады желательно рассаживать за отдельные столы (парты).

2. Пользоваться калькуляторами и литературой не разрешается.

3. Преподавателям не следует отвечать на вопросы по разъяснению условий задач, за исключением пояснения моментов, которые подразумеваются «по умолчанию» (например, все числа и корни уравнений предполагаются действительными, если не оговорено противное; представление чисел предполагается в десятичной системе счисления).

5. Максимальная оценка за каждую задачу – 7 баллов (независимо от количества пунктов в ней)). Если в задаче два пункта, то оценка за решение лишь одного пункта – 4 балла.

Общие критерии оценивания

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор важного случая, доказательство леммы, нахождение примера и т.п.). 

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит существенные ошибки либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


      Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком  длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри.
Ответы. Указания

7.1 Ответ.  150 рублей.  Указание. Если x – цена книги, то у Коли было 
(x – 35) рублей, а у Пети (x – 50) рублей. Составив уравнение 
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 и решив его, находим x = 150.

7.2 Ответ.  41 и 49.  Указание. Разложив 2009 на простые множители 2009 = 7(7(41, видим, что условию задачи удовлетворяют лишь делители a = 41 и b = 72 = 49.

7.3 Ответ.  На 20%.  Указание. Если старая цена была равна а, то новая равна 
[image: image2.wmf]a
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. Чтобы вернуться к первоначальной цене, надо уменьшить новую цену на 
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, что составляет 
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7.4 Ответ.  162.  Указание. Введем систему координат: ось Ох вдоль нижнего края доски, ось Оу – вдоль левого края, единица масштаба – сторона клетки. Любой квадрат 3(3 определяется координатами (x; y) его левой нижней вершины. Значения (x; y) могут быть любые среди целых чисел от 0 до 5. Таким образом, имеем 6(6 = 36 упорядоченных пар (x; y), т.е. всего есть 36 квадратов 3(3. В каждом таком квадрате либо 5, либо 4 черных клетки в зависимости от цвета угловой клетки квадрата. Но в любом горизонтальном слое 3(8 квадраты с четырьмя  и пятью черными клетками чередуются, и подсчет искомой суммы в каждом слое даёт (5+4) 6/2= 27. А в шести горизонтальных слоях искомая сумма будет равна  27(6 = 162.
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7.5 Ответ.  Можно (см. рисунок). 
8.1 Ответ.  51.  Указание. Пусть х – первая цифра, у – вторая цифра. Из условия задачи имеем 
[image: image5.wmf])
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, т.е. х = 5у. Поскольку первая цифра не равна 0, получаем х = 5, тогда у = 1.

8.2 Ответ.  
[image: image6.wmf]V
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.  Указание. Если длину пути обозначить за s, то средняя скорость равна: 
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8.3 Ответ.  39.  Указание. Рассуждая аналогично тому, как сделано в решении задачи 7.4, получим 25 = (8 – 4 + 1)2 квадратов 4(4; 7 прямоугольников 8(2 (горизонтальных) и 7 прямоугольников 2(8 (вертикальных). Итого: 25 + 7 + 7 = 39.

[image: image77.wmf] 

 

8.4 Ответ.  Можно. Указание. См. рисунок. Из вершин квадрата проведены прямые под равными углами. Тогда по второму признаку равенства треугольников получаются 4 равных прямоугольных треугольника, откуда следует, что четырехугольник внутри квадрата – тоже квадрат.

8.5 Указание. Первым взвешиванием сравним по две монеты и в случае равновесия получаем, что все четыре монеты на весах настоящие, и тогда  вторым взвешиванием сравним пятую (фальшивую) монету с настоящей. В случае же неравновесия вторым взвешиванием сравним между собой по одной монете из перевесившей пары: если будет равновесие, то фальшивая монета – более легкая (она находится в другой, «легкой» паре), а при неравенстве – фальшивая монета более тяжелая (из этой, перевесившей пары). .
9.1 Ответ.  
[image: image8.wmf]V
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.  Указание. См. задачу 8.2.

9.2  Указание. Разложив во втором равенстве сумму кубов на множители, сократим обе части на равные сомножители a + b = c + d  (по условию положительности, эти сомножители не равны 0). Получим  
[image: image9.wmf].
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 Отсюда ab = cd . Таким образом, пары чисел (a; b) и (c; d) имеют одинаковую сумму и одинаковое произведение. Значит, они совпадают (с точностью до порядка); они являются корнями одного и того же квадратного уравнения 
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. Тогда очевидно, что a2 + b2 = c2 + d2.

9.3 Указание. См. задачу 8.5
9.4 Указание. Если треугольник ABC – равносторонний, то проведем среднюю линию A1C1 || AC и соединим A1 с C – получим искомое разбиение. Пусть теперь  ABC неравносторонний  и пусть, для определенности (С больше 60(. Могут быть три случая: 1) (A > 60(; 2) (A = 60(; 3) (A < 60(. Разбиение в каждом из случаев указано на рисунках. Отметим, что в третьем случае такое разбиение возможно, т.к. из теоремы о сумме углов треугольника следует, что (AМС > 60(.
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9.5 Ответ.  Могло.  Указание. Рассмотрим следующий пример. См. пример. Первая группа состоит из двадцати чисел:

5, 8, 15, 16, 25, 24, 35, 32, 45, 48, 55, 56, 65, 64, 75, 72, 85, 88, 95, 96 

(здесь на нечетных местах стоят числа, оканчивающиеся на 5, а на четных – числа, кратные 8, кроме 40 и 80). Далее (правее) идет вторая группа :

10, 4, 20, 12, 30, 28, 40, 36, 50, 44, 60, 52, 70, 68, 80, 76, 90, 84, 100, 92 

(здесь на нечетных местах стоят числа, кратные 10, а на четных – числа, дающие при делении на 8 остаток 4, кроме 20 и 60, т.к. они использованы на нечетных местах). 

По построению, произведение любых соседних чисел в этом ряду делится на 40. 

10.1 Ответ.  31.  Указание. Первый множитель 
[image: image12.wmf]2
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Таким образом, требуется найти количество чисел вида 
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. Значит, на отрезке 
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 имеется (с учетом симметричных отрицательных корней и нуля) 7(2 + 1 = 15 корней первой серии (2n) и 14 корней второй серии (
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). С учетом двух корней 
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10.2 Указание. Пусть х1, х2 – корни квадратного трехчлена. По теореме Виета, 
[image: image30.wmf])
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. Это число может быть простым только в том случае, когда один из корней равен нулю. Тогда 
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10.3 Ответ.  49.  Указание. Требуется подсчитать количество натуральных делителей числа 1 000 000 =
[image: image32.wmf]6
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. Любой такой делитель имеет вид 2i(5j, где целые i, j  могут принимать семь значений: от 0 до 6. Тогда различных упорядоченных пар (i; j) будет 7(7 = 49.

10.4  Ответ.  40. Указание. Заметим, что среди выбранных чисел в любой паре соседей должно быть хотя бы одно число, кратное пяти. Но поскольку всего от 1 до 104 имеется 20 чисел, кратных пяти, то выбранных чисел на окружности не может быть 42 (или более). Если выбрано 41 число, то возьмем какое-нибудь, кратное пяти, и рассмотрев оставшиеся 40 чисел, опять придём к противоречию с требуемым условием (т.к. среди этих чисел не более 19, кратных пяти). Значит, всего выбранных чисел не более 40.

Пример на 40 чисел существует, он получается из примера задачи 9.5, если во второй группе чисел заменить последнее число 92 на 104 и «завернуть» ряд вдоль окружности так, чтобы 104 соседствовало с 5 – первым числом первой группы.

 10.5   Указание. Пусть 
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 – отрезок между центрами описанных окружностей. Ортогональная проекция 
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 равна половине стороны 
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 проектируются в середины отрезков 
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). Проекция 
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Итак, известны проекции вектора 
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, составляющие угол 
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. Отсюда однозначно определяется длина 
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[image: image51]
Приведем вычисление для пункта б) задачи 11.5 (для задачи 10.5 этого не требуется), – см. рисунок. Четырехугольник 
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 – вписанный, отрезок 
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11.1 Ответ.  31.  Указание. Cм. решение задачи 10.1. Приравнивая второй множитель левой части к нулю и возводя уравнение в квадрат, приходим к тому же самому тригонометрическому уравнению, что и в задаче 10.1.

11.2  Указание. Задача решается  аналогично задаче 10.2:. по теореме Виета выражение приводится к виду 
[image: image59.wmf])
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11.3 Ответ. Существует.   Указание. В качестве примера можно привести геометрическую прогрессию  1; q; q
[image: image60.wmf]2

; q
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, где  q=(1+
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)2; для этой прогрессии выполняется равенство 1+ q
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(которое с учетом неравенства q
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1 равносильно квадратному уравнению q
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- q – 1=0).

11.4 Ответ.  Указание. Пусть для определенности, a
[image: image67.wmf]³

b. Обозначим за m полусумму чисел a + b = c + d. Тогда a=m + x, b=m - x для некоторого x
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, и аналогично, c=m + y, d=m - y для некоторого y
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. Рассмотрим функцию f(x)= (m+x)
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 + (m-x)
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. Эта функция монотонно возрастает при x
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 т.к. её производная, равная 100((m+x)
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 - (m-x)
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), положительна при x
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 (что, в свою очередь, следует из монотонности степенной функции нечетной степени). Значит, f(x)= f(y) лишь при условии x=y.Таким образом, a=с  и  b=d, откуда следует результат.  
11.5 Ответ. б) 
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